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R E S U M O
A utilização dos materiais compostos nas diversas cons
truções de estruturas tem aumentado nos últimos anos junta 
mente com o avanço da tecno|ogia. Particularmente, este tra 
balho tem por objetivo verificar o comportamento da carga 
crítica de flambagem em placas laminadas retangulares, sim 
plesmente apoiadas, pertencentes a uma classe híbrida de ma 
teriais compostos envolvendol duas outras classes: compostos 
fibrados e compostos laminados. Segundo pesquisas jã reali­
zadas, a estabilidade elástica desses tipos de placas depen 
de de suas constantes de rigidez, da forma como a mesma se
, da geometria da placa e dosvincula com outras estruturas 
esforços que as mesmas podem estar submetidas.
O problema de auto-valor na flambagem de placas foi
neste trabalho formulado, con 
da retangular, simplesmente a
iderando-se uma placa lamina 
Doiada, submetida a um estado
de tensões de membrana combinadas e posteriormente solucio
nado através do algoritmo QR. Os resultados obtidos demons
tram que o número de lâminas no laminado é um fator impor 
tante na estabilidade elástica! das placas laminadas. Verifi
|
cou-se que a presença dos termos da matriz de rigidez
de acoplamento, tendem a diminuir a resistencia a flambagem 
das placas laminadas antissimétricas. Este fato foi confir 
mado tendo em vista que a resistência à flambagem crescia
sempre que o numéro de lâmi ias aumentava no laminado.
Nas placas laminadas simétricas Angle-Ply observou-se
que a presença dos termos D 2 e D23, da matriz de rigidez
de flexão, também exercem um papel importante na flambagem
das mesmas principalmente quando a tensão cisalhante N esxy
tá presente no estado combinado de tensões. Os resultados 
demonstraram que quanto maior o número de lâminas menor a 
influência da tensão cisalhante.
Em todos os casos analisados observou-se que a carga 
critica de flambagem tende a crescer sempre que no estado 
combinado de tensões existe uma tensão normal trativa, po­
rém, se existir somente tensões normais compressivas o va 
lor desta carga sempre tende L decrescer.
A B S T R A C T
Composite materials have been used as structural 
building materials more and more as technological advance
increase.
Particulary, this work 
of critical buckling load of 
laminate plate belonging to
intend to verify the behavior 
simply supported retangular
Iwo hibrid composite material erials and laminated materials. 
According to research resultsj, the elastic stability of this 
plate classe depend upon its stifness constants, geometrical
i with other structures.shape, load and boundary unio
The buckling eigen-value plate problem is formulated
in this work for a simply supported retangular laminated 
plate under a combined membrane stress state, and later,
solved through a QR algoritm. 
number of lamina of a laminate
The results show that the 
d is an important factor in
the laminated plates elastic stability. It has been verified 
that the presence of B±j terms in the coupling stifiness
matrix tendes to decrease buckling strenght of antissimetric 
laminated plates. This fact was confirmed because it was
seen that increasing the number of laminae, increase 
strenght.
It was seen that, in angle-ply symetric laminated 
plates, that the presence of D,3 and D terms of flexionai
stifiness matrix also have an important performance on
buckling, principaly when shear stress N is present in 
the combined stress state. Results showed that increasing 
the number of laminae, decrease the influence of shear 
stress.
In all analised cases it was seen that the critical 
buckling load tends to increase when exists tractive normal 
stresses. The critical buckling load tends to decrease when 
exists compressive normal stresses.
CAPITU LO I
ESTABILIDADE ELASTICA DE PLACAS LAMINADAS RETANGULARES 
SUBMETIDAS A UM ESTADO COMBINADO DE TENSÕES DE MEMBRANA 
DE PRE-FLAMBAGEM
1.1 - Introdução
A teoria da estabilidade elástica prevê que um ele
mento estruturai flamba quando 
cão de equilíbrio estável pare 
quilíbrio também estável. A me
o mesmo muda sua configura 
uma outra configuração üe e- 
nor carga equivalente respon
sável por esta mudança de esta.do ae equiilorio é denominada
de carga critica de flambagem. Estudos realizados em diver
sas estruturas têm comprovado jgue o valor desta carga depen 
de das propriedades mecânicas do material que as constitui, 
de suas configurações geométricas e da forma como as mesma 
são vinculadas com outras estruturas [4].
Nos últimos anos,com o a^  
naval e em diversos setores da
anço da tecnologia espacial, 
engennaria, o uso de mate
riais compostos na construção de estruturas tem sido bastan 
te evidenciado. As vantagens da utilização desses materiais 
se justifica pelo fato que usualmente eles apresentam melho 
res qualidades que os elementosj que os constituem e muitas 
vezes qualidades que nenhum desses constituintes possuem [2] .
Diversas pesquisas têm sido realizadas analisanao a 
estabilidade elástica de placas!, cascas e muitas outras es-
truturas de materiais compostos. Este capítulo tem por obje 
tivo formular um resumo da Teoria da Estabilidade Elástica 
em Placas Retangulares submetidas a um Estado Combinado de 
Tensões de Membrana de Pré-Flambagem, sendo as mesmas cons 
tituídas de um tipo de material composto conhecido como la­
minado fibrado, pertencente a uma classe híbrida de mate-
rlal composto envolvendo duas outras classes: compostos fi_ 
brados e compostos laminados |]2] . Mais conhecido como lami^  
nado de fibra reforçada, este material ê obtido pela justa 
posição de lâminas de fibras reforçadas sendo que, com rela 
ção ao eixo do laminado, os eixos de principais proprieda 
des de cada lâmina são orientados em várias direções, obten
do-se, muitas vezes, laminados 
cas.
t
1.2 - Equações Diferenciais de
com propriedades anisotrõpi.
Equilíbrio que Governam o
Comportamento de Placas I^aminadas Retangulares na 
Flexão
0 método da energia potencial mínima, na determinação 
das equações de equilíbrio que governam o comportamento de 
placas na flexão, é um dos métodos mais adequado na análise 
de tensões e deformações em corpos elásticos, principalmen 
te quando estes possuem seções variáveis, são submetidos a 
carregamentos não uniformes e, (jiu o material que os consti. 
tuem apresentam anisotropia [6]
Considerando-se uma placa retangular de espessura "h",
medidos nas direções Z, X e Y 
pequeno com relação as demais 
potencial mínima pode ser uti
comprimento "a" e largura "b" 
respectivamente, com "h" muitc 
dimensões, o método da energia
tizado com as seguintes hipóteses:
a) Retas inicialmente perpendiculares a superfície mé 
dia de referência localizada no plano X,Y permane 
cem retas, inextensívéis e perpendiculares a esta 
superfície após a placa sofrer pequena deflexão
quando comparada com a espessura da placa.Desta for
ma, as deformações específicas, y , y e y poj xz vz zz
dem ser desprezadas.
b) A tensão normal a e(z
as demais componentes
pequena quando comparada com 
de tensão podendo ser então 
desprezada. Esta hipótese não será válida nas pro 
ximidades de regiões que atuam altas cargas concen 
tradas.
c) As deflexões são consideradas pequenas quando com
paradas com a espessura da placa, porém, os termos
que são potência de dois das derivadas da deflexão
"w", w, w, e os termos que são produtos das 
x r y
4.
mesmas, serão mantidos nas relações deformações 
deslocamentos.
As hipóteses a, b e c sao conhecidas na teoria clãssi. 
ca de flexão em placas como hipóteses de VON KARMAN-KIRCHHOF 
[3]. Em muitos problemas de engenharia essas hipóteses se
justificam e, particularmente, um problema tridimensional
de placas pode ser reduzido a um problema bidimensional.Ne£
te caso, as equações de equilí 
mento da placa na flexão podem 
concisa e linear [6].
Em adição a essas hipóte
brio que governam o comporta 
ser determinadas numa forma
ses, desprezando-se as imper
feições iniciais nas Eq' s (A-2--12; A-2-13) , as deformações 
em um ponto qualquer da placa localizado a uma distância z 
da superfície média de referência são:
' ■> * > * '
e
XX
e
XX
k
XX
, e
s yy
11 e
yy »+z<
k 1
yy f
Yxy exy kxy
► > k * '
Eq.(1.1-a)
Na Eq. (1.1-a), as deformaçoes e e„„f sao asxx 9 yy xy
deformações específicas na superfície média de referência,
as curvaturas da mesma. Em 
termos dos deslocamentos, as deformações definidas na Eq, 
(1.1-a), são:
enquanto que k k e k são xx f yy xy
onde, na Eq. (1.1-b), u, v e w representam os deslocamen­
tos da superfície média de referência nas direções X, Y e 
Z.
Para uma placa retangular submetida a uma carga tran£ 
versai p z (x,y), a energia potjsncial total, du, de um ele­
mento de placa ê igual a soma da energia de deformação elãj= 
tica interna, dU, com a energia potencial d£2 devida à ação 
da carga pz (x,y), ou seja:
du = dU + dfl Eq. (1.2)
onde:
Eq.(1.3)
dfi = - p wdxdyz Eq.(1.4)
A energia potencial total da placa será:
a b h/2 a b
r
TT
1
2
wdxdy Eq. (1.5)
Considerando-se um laminado de fibra reforçada com N 
lâminas, fig. (1.1), a energi^ potencial total pode ser es 
crita na seguinte forma:
1
71 2
a b 
r r
o o
N Zi
e e dz
=  1 Zi- x1
Eq.(1.6)
onde na Eq. (1.6), representa a matriz de rigidez equiva
- Pz.w > dxdy
lente da placa nas direções X, 
Eq's (A.3.11).
Y e é calculada conforme as
■s u p e r f íc ie  m ed ia  de
REFERÊNCIA
•N-l
FIG, (I-I ). GEOMETRIA DE UM LAMINADO COM N LAMINAS
7.
Resolvendo-se a expressláo entre colchetes na Eq.(1.6) 
e considerando-se a Eq. (1.1-a), a energia potencial total 
pode ser escrita na forma:
a b
TT =  -  
2 í f  (^-è-
o o
e + e .B.K + K .B.e + K .D.K - p w) dxdy
»V -V M ^ ^ »W 2
Eq.(1.7)
onde:
te =
=
P G P
X X ,  yy xy_
k k k xx, yy xy
As matrizes A, B e D são
Eq.(1.8)
E q . (1 . 9)
as matrizes de rigidez de mem
brana, de acoplamento e de flexão, respectivamente[2]. As 
mesmas são obtidas das Eq's (A-3-16).
De acordo com o princípic do cálculo variacional, a 
placa estará em equilíbrio se a 
gia potencial total for igual a 
principio, através da Eq.(1.7)
• a ^ b
primeira variação da ener- 
zero [3]. Com base neste 
òbtém-se:
Ô TT =
/ t _ , t (e .A.oe + e
- pz «ôw) dxdy
B.ôK + Kt.B. <5e + Kfc.D ÔK -
= 0 Eq.(1.10)
Integrando-se por partes a Eq.(1.10)obtem-se a seguin 
te equação:
„ N ôudy +
4) x
o
O
N .W, + N .W. + (MJ . + (M ) .x 'x xy y x x xy y óvrôy +
+ $  N tyfivdy+ tP Mvô (w) 'vdy + 4)x 'x
+ O  N ôudx +xy ^
Mxyô(w)'ydY +
a
r
J
o
N ívdx+
y •
N .W, + N .W, + (M ) , + (M ) , y y xy 'x y y xy x
o
+ Vj M ô (w) , d x +
y y
O M 6 (w) , xy '
ôwdx +
x dx -
o
a b
+ (N ) , xy 'y ôu dxdy -
✓
(Ny ) , + (N ) ,y xy x
a b
o o
(N ) ,  + x 'x
a b 
c r
o o
+
o o
N .w, + N .w, x 'x xy ’y
^vdxdy -
x N .W, + N .W, 1 , +L y y xy xj fy
+ (M ), + 2 (M ), + (M ), > ôwlxdy = 0 x 'xx xy 'xy y 'yy r J
Na Eq.(l.ll) os termos Nx
Eq.(1.11)
sões resultantes de membrana. M
N N representam as ten 
y , xy
M e M representam as x, y xy ^
9.
tensões resultantes de flexão. Nesta equação, as integrais 
de contornos representam a prj.meira variação do trabalho 
realizado pelas forças e momentos atuantes nos contornos da 
placa e dão origem a todas as|condições de contorno que po£ 
sam existir numa placa qualquer. Estas condições de contor 
no dependem da forma como a placa se encontra vinculada com
outras estruturas e do tipo de 
submetida. Considerando-se n a
carregamento que a mesma e 
direção normal a um certo la
do da placa e t a direção tangente a esse mesmo lado, as se 
guintes condições de contorno ;poderão existir [5] .
u = u ou N = N n n n n
u. = u, ou N . = N t t nt nt
w, = w, ou M = M n 'n n n
w = w ou R = v + Q ■= R„ n n n n
Eq.(1.12-a) 
Eq. (1.12-b)
Eq. (1.12-c) 
Eq. (l.12-d)
nNa Eq.(1.12-d), v representa a resultante das compo
nentes de tensões n e jn . na direção normai aó plano(n,t;n nt
Qn é uma torça cisaihante tamoenji normai ao mesmo piano. Es-.1
tas forças sao obtidas através c.
v = N . W , + N , . w ,, n n 'n nt 't
as seguintes equações:
eq. (1.13-a) 
uq.il.i3-b)
10.
A torça resultante Rn
teoria clássica de placa como
na Eq.(i.l2-d) é conhecida na 
força de KIRCHHOE[2].
As equações de equilíbrio que governam o comportamen-
to de uma placa retangular na 
grais de superfícies na Eq.(1 
te forma:
(N ) , + (N ) , = 0  x 'x xy 'y
(N ) , + (N ) , = 0  y y xy 'x
flexão são obtidas das inte- 
.11) e são escritas na seguin-
Eq. (1.14-a) 
Eq. (1.14-b)
(M ) , + (M ) , + 2 (M ) , + N .w , + N .w, + x xx y yy xy 'xy x 'xx y  ' y y
+ 2 N .w, - p = o xy xy Eq.(1.14-c)
Demonstra-se que quando as tensões de membrana são de 
sacopladas das tensões de flexão, ou seja, quando a matriz 
de acoplamento B possue todos os termos nulos, a solução 
do problema de flexão em placas pode ser obtida através da 
Eq. (1.14-c) independentemente Las Eqs.(1.14-a e 1.14-b).
1.3 - Equações Diferenciais de Equilíbrio para uma Placa
Retangular Laminada submetida a um estado combinado
de tensões de membrana de pré-flambagem
O valor da carga crítica <fle flambagem pode ser obtida 
supondo-se que a placa tem uma curvatura inicial ou algu
11
ma carga lateral. Uma outra maneira de resolver o problema 
de estabilidade é supor que p placa flamba devido a uma 
pequena variação na flexão devida a ação de forças de mem­
brana [4]. Neste caso, as equj.ções diferenciais que governam
o comportamento da placa na flexão são obtidas das Eqs. (1.14) 
supondo-se que não existe a carga lateral, isto é, pz =0.
Considerando-se uma plac 
estado combinado de tensões de 
neste estado a configuração da 
camentos u ^ 0 ; v ^ 0 e w = 0
a retangular submetida a um
membrana N N e N e que x, y xy,
placa ê definida pelos deslo 
, as relações deformações -
deslocamentos são da seguinte forma:
/ s
ÊT u,XX 'x
ê” > = v /yy y
y ü, + V.
1 x y y xN -* /
E q .  (1 . 15)
As relações tensões resultantes-deformações, para o 
estado de prê-flambagem, são:
{N} = [A ]{0.}
{M} = [B-± jl - (e}+ Cd± {Q}
onde
Eq.(1.16-a) 
Eq. (1.16-b)
{N} =
í m} =
{N N N } x y xy
{M M M } x y xy
Eq.(1.17-a) 
Eq. (l.17-b)
12.
Observando-se que no estado de prë-flambagem w = 0,as
equações de equilíbrio são da
(N ) , + (N ) , - 0 x 'x xy 'y
(N ) , + (N ) , = 0  y y xy 'x
(M ) , + (M ) , + 2 (M x 'xx y yy x
seguinte forma:
Eq.(1.18-a)
Eq.(1.18-b)
Eq.(1.18-c)
Considerando-se que a placa mude de configuração atra
vés de uma pequena variação ôw e que o estado de tensão de
membrana permaneça constante durante esta deflexão, devido 
a presença desta deflexão, a superfície média de referência 
sofre deslocamentos ôu e ôv nas direções X e Y respectiva­
mente. A configuração da placa 
brio é definida por:
u = u + 6u
v = v + <S v
w = ô w
neste novo estado de equilí-
Eq.(1.19-a)
Eq. (1.19-b)
Eq. (1.19-c)
~  2 2Considerando-se pequena deflexão, os termos <Sw, ôw,/ y
e ôw,x . ôw, nas Eqs.(l.l-b) podem ser desprezados e as rela­
ções deformações - deslocamentos em um ponto localizado a 
uma distância z da superfície média de referência podem ser 
escritas da seguinte forma:
13.
/ N. /
e
XX
\ yy
li
Yxy
\
V. / y
'x + ÔU rX -ôw,'xx
v,
y
+ ÔV
y
> < 
+ z -ôw, yy
+ V,
X
+ ôu + Ô V,y x -ôw,'xy
Eq. (1.20)
De forma compacta, as Eqjs. il .20) podem ser escrita
na forma:
onde
{e }  = {?T} + { 6e} + z { ôk
{ôe}*" = (<5u, ôv, ôu, + ôv, } J 'x y [y 'x
Para a nova configuração 
pós-flambagem, as relações ten^ 
são:
Eq.(1.21)
Eq. (1.22)
ae equilíbrio, denominada de 
ões resultantes - deformações
{N} = [A .] {e} + [ A . . j  (Ôe) + [B. J {ôk} Eq. (1.23-a)
1 J 1 J 1 J
{M} = [B. ] Ci} +[B .] {ôe} + [d . ] {ôk} Eq. ( 1.23-b)
i D D D
Das Eqs. vl.16 ti 1.23) conclui-se que
Eq.(1.24-a){N} = {N} + { ÔN} 
{M} = {M} + {ôM} Eq.(±.24-b)
onde {óN} e {014} representam pequenas variações de tensões 
resultantes devidas a ocorrência da pequena deflexão w = ôw 
a partir ao estaao de tensões ae membrana de pré-flambagem. 
a s  equações ae equiiíorio para o estado de põs-flambagem são:
14.
[ (V ' X  +  +  [ < 6 N v > ' v  +  <Ô N v J ' J  =  0xy 'y x x xy Y
Eq. (1.25-a)
[(N ), + (N ), ] + [(ÔN ) w + (ÔN ) ] = 0
Y fY xy , x-
Eq. (1.25-b)
[(M ), + 2 (M ), + (M ) , + N  . ôw, +N,.ôw, + L x 'xx xy xy y yy x xx y yy
xx y yy
2(6M ) + (ÓM ) +xy ,xy y ,yy
+ ÔN .ôw  + ôN .ô w ,  + 2ôN Sv.\ |=0 E q . ( 1 .25-c)
X  V  ' \ r \ r  X V  I V  1 ^xy xy
Das Eqs.(1.18) e considerando-se que os incrementos 
nas detormações ocorridos durante o processo ae flamDagem
são pequenos quando comparados com os do estado de pré-flam
oagem, isto ê, {6e} <<< {e}, conciui-se que o trabalho rea-
lizaao durante a flexão devido 
quando comparado com o trabalhe
nesta hipótese, as equações diferenciais que governam o com 
portamento da placa no estado combinado de pré—  flambagem são:
a {ô n} pode ser desprezado 
realizado por {N}. Com base
(ÔN ) + (ôN ) = 0 x ,x xy fy
[ÔN ) + (ÔN i = 0 xy ,x y ,y
Eq. (1.26-a)
Eq.(1.26-b)
(ÔM ) + 2 (ôM ) + (ÔM ) + N .ôw, + N .ôw, +xy ,xy y r Y x 'xx y yy
+ 2N . ôw, = 0 Eq. (1.26-c) xy 'xy
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Na Eq. (1.26-c) valores 
que essas tensões são compres
indicam
sivas. Uma das formas de inves
positivos de N N x, y
tigar o problema de estabilidade ê considerar que as ten-
Supondo-se que es­
tas tensões se relacionam na forma, como por exemplo,
soes N N e N sáo constantes 4 x, y xy
N = H.N ; N y x xy QN atribuindo-se certos valores a H e Q
e resolvendo-se as ±uqs. (1.26; pode-se determinar o valor
crítico N para o qual a placa flamba.X |
Considerando-se uma plac^ a laminada, usando as eqs, 
CA-2.12, A-2.13, A-3.14 e 1.1a;), as eqs. (1,26) podem ser re 
sumidas na seguinte equação:
L (V) = 0
onde (V) representa o vetor deplocamento dado pela expres­
são :
V = {u v w}
Eq. (1.27)
Eq. (1.28)
L é um operador linear ijia forma matricial, simétrico, 
de ordem 3 x 3 ,  cujos termos são:
£1 1 = A 11 ( }'x x + 2 A 13
12 13 ’X X
), + A_ ( ), 'xy 33 'yy
Eq.(1.29-a)
33' ’xy 23 ' '’yy 
Eq.(1.29-b)
£ = -B.-í ), - 3B.J( ), - (B,_ + 13 11 'xxx 13 xxy 12
+ 2B00) ( ) ,33 'xyy B„_ ( ) , Eq. (1.29-c)23 yyy
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I
22 A33( )'xx + 2 A23
13 XX X (B
( }'xy + A22( )'yy
Eq. (1.29-d)
12
- 3B2 3 ( ) , „ „ „ -  Bxyy 22
+ 2B33) ( ),xxy
( ),yyy
Eq. (1.29-e)
£ = D,, ( ), + 2 (Dn„ + 2D00) ( ), +33 11 'xxxx 12 33 'xxyy
+ d 22( ),
yyyy
+ 4D13 ( ) +  4D23( ),xxxy xyyy
yy
Eq. (1.29-f)
Quanao a placa laminada éj simétrica, as tensões ae 
membrana se aesacoplam das tensões de fiexão porque todos os 
termos da matriz de rigidez B ^  são nulos [2]. Consequen­
temente, os termos e do operador L também são nuA.Ó /L ô ** —
los. Neste caso, o problema de auto-valor na flambagem é re 
solvido através da seguinte equação:
*33 <” > = 0
Eq. (1.30)
Dependendo do tipo de placa laminada submetidas a
certo estado combinado de tensões de membrana e certas con
dições de contorno, muitas simplificações podem ocorrer na 
análise da estabilidade elástica.
CAPITULO II 
PROBLEMA DE AUTO-VALOR NA FLAMBAGEM DE PLACAS LAMINADAS 
RETANGULARES, SIMPLESMENTE 
ESTADO COMBINADO DE TENSÕES DE MEMBRANA DE 
p r é-f l a mbÍgem
APOIADA, SUBMETIDAS A UM
2.1 - Introdução
laminadas retangulares simO comportamento de placas 
plesmente apoiadas tem sido estudado por diversos pesquisa 
dores. Neste capitulo, o probiena de auto-valor na flamba 
gem de placas laminadas simples 
de forma que o mesmo possibilit
mento da carga crítica de flambagem em vários tipos de pia 
cas, com diversos aspecto de geometria, condições de carre 
gamento e orientações dos eixos principais de propriedades
do m a te r ia l  de cada lâmina com relação aos eixos do laminado.
nente apoiadas é determinado 
a verificação do comporta
2.2 - Formulação do Problema de
A fig.(2.1) representa uméi 
mente apoiada, submetida a um e 
de membrana de pri-flambagem, si; 
de contorno:
Auto-valor
placa retangular simples-
stado comoinado de tensões
jeita as seguintes condições
a) Para x = 0 o u x  = a - * ,w = M = 0 e v = 0X
b; Para y = 0 o u y  = D->-vi = M. = 0 e u = 0
y
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As variáveis u, v e w representara as componentes do 
vetor deslocamento v rias direções X,Y e Z respectivamen 
te.
Para satisfazer às condiç 
das, as componentes do vetor deslocamento podem ser repre­
sentadas pelas seguintes séries de FOURIER:
ões de contorno especifica-
'u ' 00 00
9
E cos mux nny sen — tL-\ Y mn a b
< v
- )  >F sen mnx niy --  cos — ^ \/ /mn a b
> w - /  . L .m=l n=l G sen
mux nny --  sen — —Is mn a b s
Eq.(2.1)
Substituindo-se a Eq. (2.1) na Eq. (1.27), as equações 
de equilíbrio que governam o coijportamento de placas lamina 
das retangulares simplesmente amoladas, submetidas a um es­
tado combinado de tensões ae membrana e condições de contor 
no anteriormente especificadas, são:
iuttx nny°c cos --  sen — — +mn ,a b
/Q „ „ miíx nTTy< 3 sen-- cos — — +
mn „ w
r
itcttx niyr sen--  cos — £Ttin ,a b
_ mux nny9 cos -- sen — —
mn , u >= 0
rmn
imtx nTry .. sen--  sen — + ¥mn
mux nuy cos --  cos — —
Eq.(2.2)
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onde:
mn
Alim 2 — —  + A ,- .r i  r2 33 mn
Bllm + (b12 + 2B;
R ' R
mn
2A-^nin
R
+
) mn
(A12 + A33
R
2l
mn
E + mn
A13 m
3B,_.mn o
— — --- + B,.,n2 ^3
mn
R'
(A12 + A33) mn
R
+ A23n mn
mn
E + mn
n .3 , (fi12 + 2B33 
22 + ------ 772R"
mn
A13m 2+ A 00 n
R' 23
E + mn
B13m , -an 2 ----- + 3B7^mn
R ^
Gm
A33m + A
) mn21
G.mn
2A23mn
R mn
n
) mn
-----  Fmn
Eq. (2.3-a)
Eq. (2.3-b)
Eq.(2.3-c)
Eq. (2.3-d)
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mn
Blim + (B12 + 2B33)mn
R* R
3 (B, „ + 2B__ ) m n
21
mn
B22n + ' 12
D^m 2 (D^2 + 2D00)m n
33' mn
2 2
,2  N _  2
—  (— —  + N n )
TT2 R2 Y
mn
3B-, -j111 n 3
+ B2 3 n
R‘
-j / ill 11 A
” -----  + D22n
mn Eq.(2.3-e)
E + mn
3 3
^D13m n ^D^^mn
3 2
B13 m 3B22mn
R ; R
F -mn
4*
R; R
O aspecto de placa R, nas 
zão entre o comprimento e a larg 
finicio pela seguinte equação:
R = a/b
b2 2N mn
-  (— SC— ,
tr2 R
mn
Eq.(2.3-f)
Eqs.(2.3), representa a ra- 
ura da placa. O mesmo é de-
Eq.(2.4)
G^n depende da largura b da placa e do coeficiente
G da sêrie que determina a deJlexão w. O mesmo é obtido mn ^ I
através da relação:
21.
G = TT G /b mn mn
Devido as derivadas cruzadas do tipo W,xy
Eq.(2.5) 
W,xyy
u,Xy,* etc, as condiçoes de contorno de momentos e as Eqs. 
(2.2) não são satisfeitas por serem dependentes das variá­
veis x e y. Uma solução aproximada pode ser obtida através
guinte equaçao:
onde
caso, considera-se que o 
SI da Eq. (2.2) devido a um
do método de GALERKIN[2]. Neste 
trabalho realizado pelo resíduo 
deslocamento virtual 5(V) i nulo em toda região da placa em 
cada modo de flambagem. A solução aproximada é obtida da se
fl ó(V) dx dy = 0
O
S = h (V)
Eq.(2.6)
Eq.(2.7)
Na Eq.(2.6) o deslocamento virtual 6(v) ê definido por
<5(V) =
<5E
pq
! pTíx qirycos ——  sen —
ôF sem
pq
6G sen
pq
piTX quy£—  cos -i-^L
Considerando-se ôE ; ôF
pq pq
pendentes,das Eqs. (2.6, 2.7 e 2
pïïx qTTy——  sen
Eq. 2 .8)
e ôG arbitrários e inde
pq
.8), obtém-se:
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a b
mn
o -'o
mTTx pirx rrrry  qT ry  cos-- cos ——  sen — £ sen
■ a a b b
m,n,pfq=l
a b
rmrx pttx nny qny  ^ç sen-- cos ——  cos — - sen dx dy = 0
1101 - a b b
Eq. (2.9-a)
(3 sen sen cos cos +mn
o o
+ oos mn
iriTrx piTx nuy qny
a b
oos -2_£) dxdy= 0 
b b
Eq. (2.9-b)
, ,  m n x  p t t x  m r y  q r r y(d) .sen--  .sen £-—  .sen — .sen +
 ^ a b b'mn
+ ¥ cos Hüí. sen í— £ cos .sen SÜX) dx dy = 0 
m  - a b b .
Ooservando-se que as integrais da forma:
miTx pirx , sen-- cos —  dx =
Eq.(2.9-c)
o
0 se m = p ou p ± m for par
2 ã m
tt (m
se p ± m for impar
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cos c o s  E S  . sen
a a I a
o
E E s e n ^  dx=S
a/2 se m = p
As n-qs. (2.9) podem ser resumidas na seguinte equação:
kll k12 k13
r Emn
k12 k22 k23 < Fmn r
k13 k23 k33 ” Afl Gmn
+
T T11 12
T T21 22
T13
'23
T31 T32 T33 Af2
onde:
iD
1 se i = j 
0 se i / j
6 6 + mp nq
f E 1pq
F
< pq
G
. PV.
6mp ônq = 0
Os termos , i,j = 1,
guintes equações:
2 2 2 
k ^  = (A-j^  m /R + A 32 n )
Eq. (2.10)
0 se i+j for par
1 se i±j for impar
3 são determinados pelas se
/ 4 Eq.(2.11-a)
'12 (A12 + A3 3 ^ Itm
24.
/ 4
3 3
= “ B n m /R + (B12
k22 A^33m + A22n ^
Eq. (2.11-b)
+ 2B22)mn' /R / 4
/ 4
‘23 B 22n +
Eq. (2 .11-c)
Eq. (2.ll-d)
(B,„ + 2B00)m n12
k33 = Dn m4/R4 + 2(D12 +
33' / R / 4
Eq. (2.11-e)
2D23)m2n2/R + D22n^ /4
Eq. (2 .11-f)
Para simplificar a üetermdnação dos termos i,j =
1,3, as seguintes relações são
2 , 2  2. . 2 2, J, = ff (p - m ) (q - n )
J2 = 4 mq/J^
J3 = 4 np/Jx
J4 = 4 pq/Jx
Desta forma, obtém-se:
= - (2A^2 mn / R) J2
tilizadas:
Eq. (2.12) 
Eq. (2.13) 
Eq. (2.14) 
Eq.(2.15)
Eq.(2.16-a)
25,
T12 A^13 m / R + A23 n  ^ J2
T13 = (3'B13 m2n / R3 + B^3 n3) J2
T21 T12 * J3 / J2
T22 = ~ 2^A23 mn / J3
T23 = B^13 m^/R  ^+ ^B23 mnVR) J3
T31 T13 * J4 / J2
T32 T23 * J4 / J3
T33
3 34 D m n / R + D23 mn /R
Eq. (2.16-b)
Eq. (2.16-c)
Eq. (2.16-d)
Eq.(2.16-e)
Eq. (2.16-f)
Eq.(2.16-g)
Eq. (2.16-h)
J4 Eq. (2.16-i)
As funções X, fl e f2 são definidas para N^ = H Nx ,
N = Q N das seguintes formas xy x 3
À = b2N / ir2
X
fx = (m2/R + Hn2 ) /4
f2 = (2Qmn/R) / J4
Nestas relações, quando H 
a tensão N é trativa.
y
Eq.(2.17)
Eq.(2.18)
Eq.(2.19)
é negativo isto implica que
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Para uma determinada placa laminada e valores constan 
tes de R, H e Q, considerando-se um certo número de termos 
da série que determina o vetor deslocamento v, a Eq. (2.10) 
resulta num sistema de equações 
nar-se o menor valor de X, correspondente a carga crítica de 
flambagem (Nx^cr* Este valor minimo pode ser obtido através 
de um problema de auto-valor na
no qual é possível determi
forma:
Eq.(2.20)[Gj -A [C] = 0
onde [g ] ê uma matriz que depencie da rigidez, da geometria 
e aos modos de flambagem da plaça. a matriz [C] é uma ma­
triz que depende aas razões de carga H e Q, da geanetria e 
dos modos de flambagem da placa
De acordo com a formulação do problema de auto— valores 
na flambagem de placas laminadas simplesmente apoiada def^ L 
nido pela Eq. (2.20), ê possível 
to da carga crítica, (N ) , com 
ções de geometria; condições de 
entação dos eixos de principais 
relação ao eixo do laminado, ou 
da tipo de placa laminada.
verificar-se o comportamen 
relação a diversas situa- 
carregamento de tensão; ori_ 
propriedades materiais em 
combinação das mesmas em ca
2.3 - Flambagem de Placas Laminadas Simétricas
As placas laminadas simétricas são obtidas de lamina 
dos construídos de um número imppr de lâminas de fibra re­
forçada de tal forma que as mesmas apresentem simetria geo­
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métrica e de propriedades materiais [2]. A principal caracte
rlstica desses tipos de placas 
triz de rigidez de acoplamento
é que todos os termos da ma 
são nulos. Neste caso, os ter
mos e kí3' i = 1,2 são todos iguais a zero na Eg. (2.10),
A solução do problema de auto-valor é obtida através da se 
guinte equação:
{[k,,] 5 ô + [T,_] ô1^ } - X {f, 6 6 + f S**9 S™*} = L 33J mp nq 1 33J 1 mp nq 2
Observa-se que cada termo
0
(2.21)
da diagonal principal da ma
triz [g ] são obtidos dos valores de k ^  através da Eq. (2.11-f).
diagonal principal da matriz
através da Eq. (2.18)
De forma similar, cada termo da 
[c] são obtidos dos valores de
Um dos tipos de placas simétricas é a Cross-Ply. Nesta 
placa, as lâminas do laminado equidistantes a superfície mé 
dia de referência são ortotrópiqas e possuem a mesma espessu
ra. Os eixos de propriedades material de cada lâmina,
orientados com relação aos eixos
sao
do laminado, em ângulos al
ternados de 0° e 90° [l]. Este tipo de placa possui os ter 
mos D^2 e D,,, da matriz de rigjidez de flexão, nulos. Isto23
implica que os termos na Eq.(2.21) também são nulos.
Neste caso, a matriz [G] é uma matriz diagonal. Quando a 
placa é simétrica Angle-Ply, ou seja, possui os ângulos dos
eixos principais de maiores prop iedades material de cada lâ
mina, orientados com relação ao eixo do laminado,como por
exemplo, + a/ - a/ + a, os termos não são nulos porque os D^^ e
D22 matriz de rigidez [d ] sãjo diferentes de zero. Neste
caso a solução do problema ê objtida através da Eq, (2.21) .
Observa-se para este tipo de placa que os termos da diagonal
principal são obtidos dos valores de e que os termos
j, i / j, são obtidos dos valores de T^* Da Eq. (2.16-i),
conclui-se que a matriz [g ] para este tipo de placa não é
simétrica, pois G.. f G...
v iD Di
2.4 - Flambagem de Placas Laminadas Antissimétricas
As placas laminadas antissimétricas, têm a principal 
característica de apresentarem acoplamento entre as tensões
de membrana e as tensões de fle> 
mos da matriz de acoplamento [b
obtidas de laminados que possuem simetria de geometria e de
propriedades materiais, sendo qu 
de um número par de lâminas cujo
res propriedades material de cada lâmina estão orientados em
ão porque nem todos os ter 
são nulos. Estas placas são
e os mesmos são construídos 
s eixos principais de maio
relação ao eixo do laminado, em 
por exemplo, + a/ - a/ + a/ - a.
ângulos que se alternam,como
Um tipo especial de placa jlaminada antissimétrica ê a 
Cross-Ply. 0 laminado que constitui este tipo de placa é 
obtido de um número par de lâminas ortotrõpicas, de mesmas 
espessuras, cujos eixos maiores propriedades material prin 
cipais, estão orientados, em relação ao eixo dos laminados, 
em ângulos que se alternam entre 0o e 9 0°, como um arranjo
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do tipo: 0°/900/00/90°. As placas laminadas antissimétrica 
Cross-Ply apresentam os termos de rigidez, A.. ^  = 0,
para i = 1,2. A matriz de acoplcmento [b ] possui apenas dois
ão todos nulos. Para este
caso, a solução do problema pode
termos; = - B^l/ os demais £
ser obtida através da Eq. 
= 1,3 são todos nulos,atra 
ves da redução do sistema de equações, o problema de auto­
valor pode ser formulado como segue:
(2.10). Como os termos T.. i,jr
[G] Gmn “mp ~nq “ ['l'lumnumpXTf,G
onde [g ] é uma matriz diagonal c 
k . . i,j = 1,3. A equação entre
6 + f0G ômpÔnql = 0 nq 2 pq J
Eq.(2.22)
ijos termos dependem de 
colchetes, função de f^ e 
f2 para um certo número de termos da série, determina a ma 
triz [c] da Eq. (2.20). Observa-se que esta matriz é diago 
nal quando no estado combinado de tensões de membrana a ten 
são cisalhante é nula, ou seja, f- = 0.
Um outro tipo de placa laminada antissimétrica é a 
Angle-Ply. Esta placa difere da (jross-Ply apenas na orienta 
ção dos eixos de maiores propriedades principais de cada lâ 
mina com relação ao eixo do laminado. Um arranjo do tipo 
+a/-a/+a/-a é um exemplo típico c.e um laminado antissimêtr_i 
co Angle-Ply com quatro lâminas ortotrópicas. Observa-se
que laminados desse tipo apresentam acoplamento entre as
tensões de flexão e as de membrar.
Bj^ da matriz de rigidez[b ] , são diferentes de zero. Uma
as porque os termos B ^  e
outra característica é que: os termos A.0 e D._ i = 1.2.^ i3 i3,
são todos nulos nas matrizes de rigidez [Aj e [D] respecti. 
vãmente. De forma similar as placas antissimétricas Cross- 
Ply, o problema de auto-valor na flambagem de placas lamina 
das antissimétricas Angle-Ply pode ser formulado como na 
Eq. (2.22) .
Resumindo, a análise da estabilidade elástica de pia 
cas laminadas retangulares simplesmente apoiadas, pode ser
feita através de um problema pac
[P] = X [I]
onde a matriz P é obtida da Eq
[P] = [G] • [C]"1
A ordem desta matriz depen
série de FOURIER utilizados par 
Y
L . J
rão de auto-valor na forma:
Eq.(2.23)
(2.20) através da relação
Eq.(2.24)
de do número de termos da 
a representar a deflexão w.
r
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CAPITULO III 
ESTUDOS DE CASOS DE FLAMBAGEM EM PLACAS LAMINADAS
3.1 - Introdução
Os resultados apresentados 
dos através de um programa em li:iguagem FORTRAN, implantado 
no computador IBM 4341, elaborado para observar o comporta 
mento da carga critica de flambagem em placas laminadas re
neste capitulo foram obti_
tangulares simplesmente apoiada.
composto Grafite-Epoxi cujas propriedades materiais são:E /
Et = 40,0; Gl t/Et °'5; VLT = 0
O material utilizado foi o
,25, onde E^ e ET
1/
são os
respectivos módulos de Young longitudinal
GTrT1 é o módulo de rigidez transvJ-J 1
Poisson. Dois tipos especiais de 
simétricas e as antissimétricas
tangencial;
;rsal e v o  coeficiente de Li 1
placas laminadas entre as 
foram escolhidas para serem
analisadas: as Cross-Ply e as Angle-Ply.
3.2 - Placas Laminadas Antissimé
Um laminado antissimétrico 
to entre as tensões de membrana
tricas Angle-Ply
Angle-Ply possui acoplamen
3 as de flexão através das
rigidez e outra característica é que as rigidez
las. As rigidez B ^  e B23A,_ A„~ D,- e D„0 são todas nu 13, 23; 13 23
podem ser determinadas através das seguintes equações [2]:
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onde h ê a espessura do laminado e N ê o número de lâmi 
nas ortotrõpicas no laminado. Q 
través das Eqs. (A-3.ll).
(A11, A12, A22, A33> h (Q
(D11, °12, °22, °33' 12
13 e Ç>22 são determinadas a-
11, Q12, Q22, Q33)
Eq.(3.2)
11, Q12, Q22, Q33)
Eq.(3.3)
Da Eq.(3.1), observa-se que as rigidez e B23 ^e—
dem a diminuir a proporção que sje aumenta o numero de lâmi­
nas no laminado.
Estudos realizados neste t’ipo de placa têm comprovado 
que a carga critica de flambagem aumenta a proporção que se 
aumenta o número de lâminas no laminado (8|. Usando-se nove
(2.10), este fenômeno foi
em relação ao eixo do lami
termos da serie definida na Eq, 
confirmado tanto para uma placa jsubmetida a um estado de ten 
são uniaxial compressivo, Fig. (3.1), quanto para uma placa 
submetida a um estado de tensão biaxial também compressivo, 
Fig. (3.2). Quanto a orientação dos eixos de maiores pro­
priedades principais das lâminas
nado, observa-se que a maior resistência a flambagem ocorre 
para uma orientação de 4 5° [8] .
0 tipo de carregamento que 
tensões de membrana, que uma placa retangular antissimétri_ 
ca Angle-Ply, simplesmente apoiada, é submetida, é um fator 
importante na estabilidade elástica da mesma. As Figs. (3.3
define o estado plano de
NH
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e 3.4) mostram o comportamento da carga critica de flambagem
em função de diversos estados planos de tensões combinadas
Observa-se que a carga crítica de
da que a tensão N^ passa do estado de compressão para o es­
tado de tração. Quanto ao cisalhamento, o valor da carga
crítica de flambagem independe do
flambagem aumenta a medi
sentido do mesmo, porém,
aumenta a proporção que a intensidade da tensão cisalhanterdiminui. Este fenomeno é mais evidente quando a tensão N é 
trativa como mostra a Fig. (3.4)
3.3 - Placas Laminadas Antissimétricas Cross-Ply
As placas laminadas antissijnêtricas Cross-Ply apresen 
tam acoplamento entre as tensões de membrana e as de flexão. 
Os termos e D23 da matriz de rigidez de flexão,e os ter
mos A -^2 e matriz de rigidez de membrana, são todos
nulos. Na matriz de rigidez de acoplamentos apenas os ter­
mos B.^ e B22 são diferentes de zLro. Verifica-se para este 
tipo de laminado que B^^ = - B22 e que diminuem quando o nú 
mero de lâminas aumenta no laminado. Neste caso, conforme a 
Fig. (3.5), observa-se que para uxi mesmo aspecto de placa 
R, quanto maior o número de lâminjas no laminado maior será 
a carga crítica de flambagem. As Figs. (3.6 e 3.7) mostram
o comportamento da carga crítica jde flambagem em função do 
tipo do estado combinado de tensões de membrana,uniformemen 
te distribuidas, que uma placa simplesmente apoiada antissi
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métrica Cross-Ply é submetida. De acordo com estas figuras,
a carga crítica de flambagem aumenta a medida que a carga 
N passa do estado compressivo paça o estado trativo. Com
relação a tensão cisalhante Nxy,
proporção que a intensidade da mesma diminui, independente 
mente do seu sentido.
3.4 - Placas Laminadas Simétricas
a carga crítica aumenta a
Angle-Ply
Os laminados simétricos Ang!.e-Ply não apresentam aco
plamento entre as tensões de membrana e as de flexão por pos
suirem todos os termos da matriz de rigidez de acopla
mento, iguais a zero. Os termos A, . e D.. das matrizes de 
y 13 iD
rigidez de membrana e de flexão são todos diferentes de ze­
ro. Para este tipo de laminado, as rigidez A ^ . ^23* D13 e 
D23 são todas dependentes do núme::o de lâminas no laminado e 
podem ser calculadas através das seguintes equações [2]:
(A13, A23) n (Q13, Q23)
(D13, °23) n (Q13, Q23}
Eq.(3.4) 
Eq.(3.5)
onde h representa a espessura dp laminado e, e Q23
terminadas pelas Eqs. (a -3-11) •
A fig. (3.8) mostra o comportamento da carga crítica
de flambagem em função do número jde lâminas no laminado e
da razão de carga Q = N / N com N igual a zero, paraxy x , y
41.
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uma placa retangular, simplesmente apoiada, simétrica Angle
o valor da carga crítica 
de lâminas no laminado 
menor que zero. Para de- 
tal como o indicado na
-Ply. Nesta figura observa-se que 
de flambagem aumenta com o numero 
sempre que a razão de carga Q é 
terminados valores de Q positivos,
Fig. (3.8), verifica-se que a carga critica de flambagem de 
cresce a medida que o número de lâminas cresce no laminado 
Neste caso, observa-se que quanto 
no laminado, maior a tendência da
maior o numero de laminas 
carga crítica de flamba-
gem tornar-se independente do sentido da tensão cisalhan
te N Q Nxy x ,
As figs. (3.9 e 3.10) mostram o comportamento da car­
ga crítica de flambagem em função do estado plano de tensões 
combinadas de membrana. Observa-se que a mesma aumenta a me 
dida que a tensão N^ passa do estado de compressão para o 
estado de tração. Nestas mesmas f:.guras verifica-se que quan 
to maior a intensidade da tensão cisalhante, menor será a 
carga critica de flambagem.
3.5 - Placas Laminadas Simétricas Cross-Ply
Os laminados simétricos Cross-Ply também não apresen 
tam acoplamento entre as tensões jle membrana e as de fle­
xão. Nas matrizes de rigidez de membrana e de flexão apenas
nulos. O comportamento da 
carga crítica de flambagem em função do estado plano de ten
os termos A, 0 A~0 D, _ e D„-, sao 13, 23; 13 23
45.
sões combinadas de membrana, para uma placa retangular sim­
plesmente apoiada, constituída de um laminado Cross-Ply, com 
D^^/D22 = 4.0; é mostrado nas Figs , (3.11 e 3.12). Verifi- 
ca-se que a carga critica de flambagem independe do sentido
da tensão cisalhante Nxy QN porëm, a mesma aumenta x f
proporção que a intensidade da tensão cisalhante diminui
Quanto a tensão normal N = HN observa-se que a carga crjíy x ,
tica aumenta quando esta tensão no 
pressivo para o estado trativo.
::mal passa do estado com
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■A
CAPITULO IV 
CONCLUSÕES E SUGESTÕES
4.1 - Conclusões
A teoria da estabilidade elástica aplicada às placas 
retangulares anisotrõpâcas, com base nas hipóteses de KIRCHHOF-
VON KARMAN, comprova que os termos B.. i,j = 1,3 da matriz
' /
de rigidez de acoplamento entre as tensões de flexão e as 
de membrana, reduzem a resistência â flambagem das placas 
laminadas. Portanto, um^ placa laminada simétrica Cross-Ply 
apresenta maior resistência ã flambagem que uma placa lam_i
nada antissimétrica Ang 
ra e mesmo aspecto de pl
.e-Ply ou Cross-Ply de mesma espessu 
aca R.
Uma placa laminada! simétrica Angle-Ply apresenta maior 
resistência ã flambagem que uma placa antissimétrica Cross- 
Ply. A mesma pode apresentar maior resistência que uma an­
tissimétrica Angle-Ply em alguns casos onde a tensão cisa- 
lhante ê positiva. Este flato se justifica porque os termos 
°13 e D23 matriz rigidez de flexão também reduzem a
bilidade da placa, quando
resistência a flambagem nas placas laminadas que os contem. 
A presença desses termos tende a se tornar benéfico na esta
uma tensão cisalhante positiva ccrn 
põe o estado plano de tensões de membranas combinadas, caso 
contrário, a mesma compromete a resistência da placa na fiam 
bagem.
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Dependendo do ejstado plano de tensões de membrana, as 
placas laminadas podem apresentar maior ou menor resistên-
cia ã flambagem. As pi. 
combinados de tensões
.acas laminadas submetidas a estados 
contendo tensões normais trativas a- 
presentam maior resistência à flambagem que as placas lartii 
nadas submetidas a estados de tensões combinadas contendo 
tensões normais compressivas. Com relação a tensão de mem­
brana cisalhante, independente do seu sentido, quanto maior 
a sua intensidade menor sera a resistência da placa à fle­
xão por flambagem.
Em resumo, quanto maior o numero de lâminas num lami. 
nado antissimétrico ou simétrico Angle-Ply, maior será a re 
sistência ã flambagem da's placas constituídas por esses la 
minados, porque tantos o^ termos quanto os termos
e >^22, fendem a diminuirem, tornando as placas laminadas mais
resistentes â flexão por 
ção dos termos e D23
flambagem. Além do mais, a diminui 
torna a carga crítica de flambagem 
mais independente do sentido da tensão de membrana cisalhan 
te.
4.2 - Sugestões
1) Verificar a estabilidade de placas laminadas quan­
do:
l.a) os efeitos cijsalhantes transversais são rele­
vantes no comportamento das mesmas;
l.b) a placa 
como poir 
encastac
laminada possui outro tipo de vínculo 
exemplo, simplesmente engastado, bi-
o, etc;
l.c) a placa apresenta formas geométricas diferen 
te de um^ placa retangular;
2) Verificar a es tabilidade de placas laminadas subme
tidas a solicitações dinâmicas;
3) Verificar a estabilidade elástica de cascas const_i 
tuídas de compostos laminados;
4) Verificar experimentalmente os resultados obtidos 
neste trabalho.
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APÊNDICE A
E DEFORMAÇÕES EM PLACAS COM 
IMPERFEIÇÃO INICIAL
REISSNER & STAVSKY, analisando o comportamento de Pia 
cas Anisotrõpicas com lase na Teoria de Pequenas Deflexões 
Elástica observaram qu^ e existia o fenômeno de acoplamento 
entre as tensões de membrana e as de flexão, fato não encon 
trado na Teoria Linear Le Placas Homogêneas [8]. Em muitos 
casos, de Placas Anisotrõpicas, este fenômeno não ocorre e 
as mesmas são consideradas simétricas. Um resumo da Teoria 
das Tensões e Deformações, em Placas Anisotrõpicas, será a- 
presentado, com o objetivo de possibilitar a análise do com 
portamento das mesmas quando submetidas a determinados tipos 
de carregamento.
A-2)_ Relação Deformação-Deslocamento em Placas com 
Imperfeição Inicial
Considere uma placa delgada, cuja superfície média de 
referência possui uma configuração inicial definida pela fun 
ção w q = w q (x,y) no sistema de eixos x,y e z. A Fig.(A-2.1) 
representa um elemento de placa "limitado pela superfície mé 
dia de referência e por umall superfície arbitrária (a^,b^,c^,
d,). O vetor posição inicial do elemento, com relação ao sis
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tema de referência, na estado indeformado da placa é:
xí + y~ + (to + z) k (A-2.1)
se a placa é solicitade
siçao rQ passa para a
, o elemento se deforma e o vetor po- 
posição
(x + u + za)i + ( y + v + z 3) j + (w + w + z) k
onde a e g sao os ângul
a a.
(A-2.2)
os que as projeções do seguimento
u no estado deformado a a,, formam com o eixo z nos pia
Inos zx e zy. As componentes do vetor deslocamento nas dire 
ções x, y e z são denotadas por u, v e w respectivamente,
conforme mostra as Fig's (A-2.2).
De acordo com a Teoria da Elasticidade, a deformaçao
no ponto a^ é determinada
Idrl
pela seguinte equação:
dro (A-2.3)
dr
ou pela equaçao
o
rdr. dy
->■
dr • dr o o
ái • ãÍ |o o
(A-2.4)
Das Eq's (a -2.1 e A-2 
Eq iA-2.4) é da seguinte fo
.2) conclui-se que o numerador da 
ma:
FI6.ÍA-:
2.1) -ELEM EN TO  D E P L A C A  LIM ITADO 
P E L A  S U P E R F ÍC IE  D E R EFER EN C IA  a.b.c,d E  
UMA S U P E R F ÍC IE  a , b, c, d, .
FlG■ ( A~ 2.3)
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-> -» i -> 2 2 2 
dr . dr - dr . dr = M, ,dx + M00dy + M.-.dz +o o 11 22 1 33
+ 2(M^2dxdy + Mj^dxdz + IV^dydz) (A-2.5)
onde :
M11 2u. + u, 'x X
+ z [2a, + z(a»X
2 2+ v, + w, + 2w . w, + 'x 'x o,x 'x
X + 3fx) + 2 (a,^  . u,x + 3/x . ]
(A-2.6-a)
2 2 2 
M 0~ = 2v, + v, + u, + w, + 2wo, w, +22 'y 'y ' y y y y
+ z [2$,y + z ( a , y l +  $ / x ) 2 ( a f y . u ' y   ^f y  * v , y ^
2 2 1 2 
M33 = a +  ^ = [” (w°/x + w 'x^  + [“ (wo, y + w,y)]
(A-2.b-b)
2
M, „ = u , + v, + u12 'y 'x
(A-2.6-c)
, . u. + v, .v, + wo. . w, +
'x ' y x y x y
+wo, .w, tw, .w, + z [ ( a . + B , ) +  
'y x x y L y x
+ (a, . u . + x 'Y a,y ' u,x + 3,y ' V,x +
+ Brx • v, + f (a'x * a'y + P'x * 3,y ^
(a - 2 . 6 - d )
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M 13 = a d + u , x +| za,x ) + B (v,x + z.B,v ) + w,.X  | ' X  ' X  ' "' ' X > ' ” ' X
(A-2.6-e)
M23 (1+v, + zB, ) + a (u, + Za, ) + w,y y y y y
(A-2.6-f;
->
dro
-y
dr (1 + yo, ) dx + (1 + wo, ) dy + dz + x y
+ 2 (wo, . wo, . dxdy + wo, dxdz + 'x 'y J 'x
+ wo,,
Se na placa ocorre
dydz) (a - 2 . 7)
pequenas deformações e a mesma pos­
sui uma pequena Imperfeição inicial, pode-se considerar que
2 „ | 2
e, é desprezível com relação a 2e e que w . <<< 1, i = x,y. X I O /1
Com Dase nessas hipõtesesje através das Eqs. (A-2.4; A-2.6 e 
A-2.7), obtêm-se:
e - e 
X X
dy=0
dz=0
IX 1 2 u.
= U 'x + 2 W 'x + WO'x • W 'x + Z a'x
(A-2.8-a)
yy
zz
dx=0
dz=0
dx=0
dy=0
1 2 4.v,„ t 2 W 'y + WO'y w, + z B, y
(A-2.8-b)
(A-2.8-c)
As eqs. (A-2.8) definem as deformações em ponto com re 
lação a superfície média de referência.
dr
Considere o ânguío, (£ _ yo)±j formado pelos vetores
di = 0
e dr 
dk = 0 o
dj = 0
dk p 0
no estado indeformado e o ângu
lo (— - y) r formado pejLos vetores dr 
2
di = 0
e drdk = 0
no estado deformado, para i^j^k = x,y,z.
por definição de produto interno, conclui-se que:
di=0 dj=0
dj = 0 
dk = 0
cos
dr dk=0 dr dk=0
De acordo com a eq.
wo
dro
di=0
dk=0
dr
dj=0
dk=0
(A-2.9)
(A-2.9) obtêm-se
sen (Y )o'xy
wo,
y  (i+wo^ l
(A-2.10-a)
M
sen (y)
n ~ + wo, wo, 12 x 'y
xy V (1+M11 (A-2.10-b)2 2 + W O , v ) (M 22 + W O 'y)
w
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sen (y)yz
V '
M~., + w 23 o,y (A-2.10-d)
(1+M23) (1+M00 + wi J22 o,y'
S e n (TO^XZ
wo,x
V 1 +K
(A-2.10-e)
o,y
sen(y)
V  + wo,x
(A-2.10-f)
XZ - ' « W s »  (1+M11 + "o.x1
2 2os termos, w ; w e M. . í.n = Q/X o,y 13,
Considerando-se pecjuenas deformações e pequena imper­
feição inicial na placa,
1,2,3 são desprezíveis com relação a unidade. Desta forma, 
as deformações angulares em um ponto qualquer da placa se­
rão:
Y = Y - Y = u , + v , + w , w, + w w, + xy xy 'oxy 'y 'x 'x 'y o,x 'y
+ w w, + zo,y 'x U , y + 3,x)
y = y - y  = w,, yz yz oyz 'y
Yxz Yxz Yo,xz w 'x a
(A-2.11-a)
(a -2.11-b)
(A-2.11-c)
As Eqs (A-2.8 e A-2.li; determinam as componentes do 
tensor deformação em termos dos deslocamentos, para um ponto 
localizado numa superfície arbitrária distante de uma cota z
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da superfície média de referência, considerando-se pequenas 
deformações e pequena imperfeição inicial. Estas componentes 
reunidas podem ser escritas da seguinte forma:
e = e + z k 
XX XX xix (A-2.12-a)
e = e + z k .yy yy yy
e = e zz zz
Y = e + 2z k xy xy xy
(A-2.l2-b)
(A-2.12-C)
(A-2.12-d)
Y = e xz xz (A-2.12-e)
Y „ = e yz yz (A-2.12-f)
Nas eqs (A-2.12) os termos e^ representam as defor 
mações que ocorrem na superfície média de referência e sãoTdefinidas pelas seguintesi
1 2e = u, + — w. + xx ' x 2 x
equações:
w . w,o ,x 'x
^  1 2 a.e = v, + — w, + wyy y 2 y
e = (a2 + 32) / 2Cá Z
e = u , + v , + w, xy 'y x '
. w,o,y 'y
(A-2.13-a)
(A-2.13-b)
\K-2.13-c)
w, + w w, + „ w, 'y o,x 'y o,y x
iA-2.13-d)
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e = w, xz 'y (A-2.13-e)
e = w, - a xz 'x (A-2.13-f)
Nas mesmas equações, os termos k^ _. , i,j = x,y determi. 
nam as curvaturas da superfície média de referência nas for
mas:
k = a , 
XX x
(A-2.14-a)
k = a ,yy y (A-2.14-b)
k — a, + 3 / xy y x (A-2.14-C)
A—3) Relação Tensão Resu!. 
Anisotrõpica submeti
tante - Deformação em uma Placa 
da a um estado plano de tensão
pelas tensões a , a e ç , confor x y xy
Considere um elemento de placa submetido a um estado 
plano de tensão, definido 
me mostra a Fig. (A-3.1). Essas tensões surgem devido as for 
ças e os momentos que atuam na placa. Esses momentos e as 
forças, ambas por unidade Le comprimento, são denominadas de
tensões resultantes de fie: 
brana. De acordo com a Fig
cão e tensões resultantes de mem- 
(A-3.1) essas tensões são deter
minadas através das seguintes equações
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K n
éT*
s \
M aX X
M > < a >
y y  f
M Txy xy
N ) -h/2  ^ )
Nx
Ny
N
V 2/TN
xy
onde M , M e Mx' y xy
-h/2
x
xy
z dz
> dz
(A-3.1-a)
(A-3.1-b)
são as tensões resultantes de flexão e 
ultantes de membrana.N , N e N tensões re x y xy
Considere uma placa constituída de N lâminas ortotrõpi_ 
cas, com seus eixos de ortotropia 1 e 2 multuamente perpend_i 
culares. Seja 0^ o ângulo formado entre os eixos 1 da lâmina
I, de espessura t^, e o eixo de simetria x da placa. Nas di_
reçoes 1 e 2 a lamina possui modulos de Young E^ e E^ respec
tivamente. v,„ e são os coeficientes de Poisson E, G, ~12 21 | 12
o módulo de rigidez ao cisalhamento. A Fig. (A-3.2) mostra a
disposição da lâmina I com 
x e y, da placa.
relação aos eixos de simetria
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C33 G12
C12 V21 E1 / ^  v12 V21}
C 21 V12 E 2 / ^  v12 V21)
Da Eq (A-3.2) determina-se
(A-3.3-c) 
(A-3.3-d) 
(A-3.3-e)
11
22
12
onde
11
21
s n  =
12 V21 7 E2
33 12
S22 1 / E2
S21 = - V12 / E1
(A-3.4)
(A-3. 5)
As tensões no sistema de eixo X,Y em função das ten­
sões no sistema 1,2 podenj ser oDtidas através da seguinte 
transformação:
t
{ a  a T , r } =T { x y xy 
f^\j
n-1 -
(A-3.6)
onde T é a matriz de transição do sistema de coordenadas 1,
2 para o sistema X,Yfl definida pela seguinte equaçao:
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T =
o>
sen
sen © cos 0 
I I
De forma similar
sen 0
cos 0-,
-sen 0 cos 0
-2 sen 0 cos 0^
2 sen 0j cos 0  ^
cos2 -sen2
(A-3.7)
as deformações no sistema de coorde
nadas x y, em função das deformações no sistema 1,2, são:
tt 1 —1 —1 
(e £ Y } = R*T R Í£,, Yi Jxx yy Yxy j | ^ ^ % 11 22 r12 x CA-3.8)
onde JÇ ê uma matriz na
o,
1 0  0 
0 1 0  
0 0 2
forma:
(A-3.9)
Das eqs. (A-3.2; A-r3.7 e A-3.8) conclui-se que:
{a a T } = T" x y xy j ^ 
% ^ i 1 '  ? T ' X 5_1 ts-  eyy ''«y1% a.
Na eq.(A-3.10) o produto T ^.[c..] . R T R ^
1 'b ■* ij' *\j'V ^ Oj /\r
(A-3.10)
resulta
numa matriz [Q. .] , i,j =j 1,3, denominada de Matriz de Rigi
13 I
dez Equivalente, da lâminaj I, no sistema de eixos x y.Os ter 
mos dessa matriz são determinados pelas seguintes equações:
Q.^ = m4 + 2 (C-^l 2 C33) n2 m2 + C22 n4
Q12 C^ll+C22-4 C33^  I n m + C12 + n ^
(A-3.11-a)
(A-3.11-b)
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Ç>22 = Cn  n4 + 2(C10 + 2 C„) n2 m2 + C00 m4 (A-3.11-c)'12 '33 '22
3 3013 = (C1;L - C 2^ “ 2 Ç-j-j) n m + (Cn 0 - C00 + 2 C-,^ ) m n33' '12 22 “ "33'
Q23 C^ll ” C12 ~ 2 C«33^ n m + (C12 " C22 + 2 C33) n m
(A-3.11-d)
3
Q33 C^ll + C22 2 C
(A-3.11-e)
12 - 2 C^ -j) ^  + C33 (m4 + n4)
(A-3.11-f)
onde m = cos 0T; n = sen 0 . Note que apesar da ortotropia
.da lâmina I no sistema de Jcoordenadas 1,2, a Matriz de Rigi 
dez equivalente no sistema de coordenadas X Y pode ter todos 
os termos não nulos.
0 estado de tensões 
X Y é determinado pelo somatório dos estados de todas as lâ
da placa no sistema de coordenadas
minas no mesmo sistema, ou seja:
{ N N N } x y xy
t
{a a t } dz x y xy !
(A-3.12)
1=1 «'Z
N
1-1
{ M M M } x y xy I
1=1
{ c a a } Z dz (A-3.13)
'1-1
x y xy
As eqs ( A-3.12 e A-3.13 ), conforme as eqs (A-3.10), 
podem ser escritas da seguinte forma:
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N
X
Nr Zr]: / Q11 Q12 Q13 t i exx
< Ny
■ ) < Q22 Q33 • 4 eyy
Nxy / ,i=i aZI-L \ S M Q33 I  ^ exy
"H
z k
XX
z k >yy
z k
xy
dz
M
M
M
> =
xy 1=1 1-1
z k i
XX
z kyy ►
Z Kxy;
Q11 Q12 Q13
Q22 Q23
S M 33
z dz
(A-3.14-a)
e
XX
< eyy.
I  ^ xy
► +
(A-3.14-b)
Como os termos e ^  e k^^, i,j = x,y são funções inde 
pendentes da variável z, após a integração e efetuado o soma 
tSrio obtém-se:
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N
X
N
N
> =
xy
"11 12
SIM
+
N
M
X
M _y >
Mxy
k j V
A, _ A-
B11 B12
SIM
SIM
13
^22 ^23 
'33
\ 3
B22 B23
B.33
B11 B12 B13
B22 B23
B33
X X
yy +
e 
*Y)
X X
yy
xy,
(A-3.15-a)
X X
yy
exy
+
Dn  Di2 Di: r k \ X X
°22 °23
t i kyy
S M  D33 k. xy
A . ., B .. e E
ID iD
..fi
1J /j =
matrizes de ïigidez de
(A-3.15-b)
to e de flexão, determinados 
N
<Oi3>I <z
pelas seguintes equações:
(I - Z]-.!) (A-3 .16-a)
1=1
B. . =
iD
D. . =
1D
N
I
1=1
N£
1=1
(q íj
(Qij
2 2 
i (zi - z i-i> / 2
<4 - 4-i» / 3
(A-3.16-b).
(A-3.16-C)
Em alguns tipos de placas, dependendo da posição da su
perfície média de referênc 
nado
ia e do número de laminas no lami- 
, as constantes B ^  podem ser todas ou quase todas nu 
las. Quando todas forem nulas a placa ê denominada de simé­
trica .
A Fig.(A-3.3) mostra um corte ao longo da espessura de 
um laminado ae N lâminas oytotrõpicas, com suas respectivas 
cotas Zj em relação ao p^ano x-y onde se encontra a super 
fície média de referência.
SUPERFICIE MÉDIA DE 
REFERÊNCIA
Fig. (A-3.3) - Laminado com N lâminas de espessura h,
^ÊrAPENDICE B
PROGRAMA COMPUTACIONAL
INTRODUÇÃO
O programa computacional apresentado neste Apêndice foi 
elaborado em linguagem FORTRAN com o objetivo de solucionar 
o problema de auto-valor, ,G - X M = 0, na flambagem de pia- 
cas laminadas retangulares'. Onze subrotinas foram utiliza­
das na montagem do programa, todas em dupla precisão. A Fig.
B-l mostra o fluxograma do
Programa Principal
No Programa Principal 
seguintes dados:
programa principal.
deve-se informar inicialmente os
a) NLAM - número de 1-âminas no laminado
b) ICAR - número de dados a serem armazenados na sub­
rotina dados
c) ITPL - tipo da placa; se for simétrica fazer ITPL =
l; se antissimétrica ITPL = 2
d) L numero de te 
rem utilizac
rmos da serie de FOURRIER a se 
os .
Após a entrada dos referidos dados, o programa princi­
pal chama a subrotina " CELAST " responsável pelo armazena 
mento das propriedades materiais de cada lamina:
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E^, E^r v^2 e Gi2* desses dados são ainda armazenados:
"Teta" (orientação das fib::as de cada lâmina com relação ao 
eixo do laminado); "T" (espessura da lâmina) e a distância 
da superfície média de cada lâmina com relação a superfície 
média de referência do laminado.
0 aspecto de placa "F " , as razões de carga "Q" e "H" 
são todas armazenadas na subrotina DADOS.
Com as informações contidas na subrotina CELAST, as 
constantes de rigidez do laninado, A, B e D, são determina­
das através das subrotinas Q ORTO, Q ANISO e C PROP. A sub 
rotina Q ORTO é responsável pela determinação das rigidez,
de cada lâmina ortotrõpica, 
no Apêndice A. A subrotina
c • c • c p c 11' 12' 22 33'
equivalente, j, i,j = 1,3
calculadas a partir dos ^,
definidas
Q ANISO determina as rigidez 
também definidas no Apêndice A. 
As rigidez de membrana, de õjcoplamento e de flexão são todas
através da subrotina C PROP [17]. 
No desenvolvimento deste trabalho, verificou-se que 
tanto a matriz G quanto a matriz M dependem do tipo da pia
0/ 'V —
ca a ser analizada. Se a placa for simétrica o programa prin 
cipal chama s. subrotina " S l l l E " .  Esta subrotina é responsa 
vel pela montagem da matriz global de rigidez PK = G e pela'V/ 'V
determinação da matriz global de carga pw = M. Se a placa é
r\j O»
antissimétrica, o programa chama a subrotina ANTI. Se a pia
esta subrotina determina as 
for antissimétrica Angle-Ply a
ca ê antissimétrica Cross-Pl^
matrizes PK = G e pw = M; se
O. Oj 'Vi
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mesma determina QK = G e Q
O, O, O
w = M,
o.
Determinadas G e M, o problema de auto valor pode ser
0/ 0/
escrito na forma padrão P -- AI = 0, onde P = G . M
O/ 0/ 0/ 0/0,
A inversão da matriz M é feita através da subrotina
BINV, implementada neste programa com algumas modificações 
da subrotina CHAP 8 [9].
Todos os auto-valores são determinados por intermédio 
das subrotinas "SELM" e "SHQR2". A matriz SELM transforma 
a matriz P na forma superior de Hessemberg, onde P. . = 0 sem 
-
pre que i > j + 2 [7], Transformada a matriz P, os auto-valo
res são determinados na subrotina SHQR2. Esta. subroti­
na utiliza o algoritmo QR [ Ll] r e foi adaptada de sua forma 
original em Linguagem BASIC para a Linguagem FORTRAN.
Fig. (B
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